Wroctaw, 08.10.2024r.

Lista 0. - rozgrzewkowa

10.

11.

12.

Niech a bedzie niezerowa liczba rzeczywisty, taka ze a + % jest liczba catkowita.
Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, a™ + ain jest liczba calkowita.

Udowodnié, ze jezeli 51525354 + $2835485 + « -+ + sp$1852s3 = 0 dla s; € {—1,1},i =
1,2,...n, to 4|n.

Niech x1, xs, ...z, beda takimi punktami na ptaszczyznie, ze dowolne 3 z nich tworza
trojkat o polu < 1. Uzasadnié¢, ze wszystkie te punkty leza w pewnym trojkacie o
polu < 4.

Dla k € N oraz n = 2 udowodnié¢, ze sposrod 2n — 1 dodatnich liczb catkowitych
mozna wybra¢ n w taki sposoéb, zeby ich suma byta podzielna przez n.

Ile jest stow binarnych dtugosci n, w ktoérych podstowo 01 wystepuje doktadnie m
razy?

Udowodnié, ze jezeli n nie jest pierwsza, to 2" — 1 nie jest pierwsza.
Zmnalez¢ wszystkie catkowite rozwigzania réwnania % — 3y? = 17.
Wykazaé¢ nier6wnosé

<,/abc+abd+acd+bcd _ \/a2+b2+c2+d2
4 = 4

dla a,b,c,d > 0.

Niech W (z) € Z[z]. Udowodni¢, ze jezeli a,b,c € Z i W(a) = W (b) = W(c) = —1, to
W (z) nie ma pierwiastkow catkowitych.

W kwadracie ABCD o boku dtugosci 1, lezy czworokat wypukty o polu wiekszym
niz % Udowodni¢, ze da sie wpisa¢ w ten czworokat odcinek diugosci % rownolegly
do boku AB.

W trojkacie ABC przez punkt wewnetrzny P poprowadzono proste CP, AP, BP
przecinajace boki AB, BC', C'A odpowiednio w punktach K, L, M. Udowodni¢, ze
jesli w czworokaty AK PM i K BLP mozna wpisa¢ kota, to w czworokat LCM P tez
mozna wpisaé koto.

Dowiesé, ze jezeli w czworoscianie ABC' D krawedzie przeciwlegte sa rowne, tj. AB =
CD, AC = BD, AD = BC, to proste przechodzace przez $rodki krawedzi przeciwle-
glych sg wzajemnie prostopadle i sg osiami symetrii czworoscianu.



